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Estymacja pulsacji sinusoidy zaszumionej
przy zastosowaniu zmodyfikowanego
interpolatora widma Rife’a — Boorstyn’a

Praca przedstawia analize estymatora pulsacji sinusoidy zaszumionej przy zastosowa-
niu zmodyfikowanego wzoru interpolujacego widmo amplitudowe DFT zaproponowanego
przez Rife’a i Boorstyn’a (1974). Problem estymacji sprowadza sie do znalezienia pulsacji
jednotonowego (monochromatycznego) sygnatu zespolonego poddanego dziataniu addy-
tywnego biatego szumu gaussowskiego. Dodatkowym ograniczeniem jest z zalozenia nie-
wielka liczba prébek obserwacji sygnatu (od kilku do kilkuset). Oméwiono teoretyczne
podstawy algorytmu, sposéb jego modyfikacji oraz wplyw réznego typu okien na blad
estymacji przy zadanym stosunku mocy sygnalu do mocy szumu.

1. Wprowadzenie

Przedstawiona metoda estymacji pulsacji sygnatu jedno tonowego, tj. odcinka niemodulo-
waniej sinusoidy na podstawie niewielkiej liczby probek stwarza mozliwosé ekstrakeji zadane;j
informacji przy niskich kosztach numerycznych. Juz na podstawie analizy 32 prébek mozna
okresli¢ czestotliwosé takiego sygnatu ukrytego w szumie o mocy poréwnywalnej z badanym
sygnatem z doktadnoscig bliskg teoretycznemu kresowi Cramera-Rao.

Opisany to algorytm zostal oparty na pracy Rife’a i Boorstyn’a [3]. Jego modyfikacja polega
na wprowadzeniu okna przed faktyczna analizg i interpolacja widma DFT. Ten zabieg pozwala
poprawi¢ otrzymywane wyniki, a dostepne dzi§ moce obliczeniowe komputeréw umozliwiaja
doktadne przebadanie charakterystyk btedéw popetnianych przez algorytmy w funkcji mocy
szumu.

W dalszej czesci pracy omoéwiono teoretyczne podstawy algorytmu i sposodb jego mody-
fikacji oraz wplyw roéznego typu okien na blad estymacji przy zadanym stosunku sygnatu
do szumu (SNR).

2. Wykaz wazniejszych oznaczen i skr6téw w tekscie i na rysunkach

|(O)] — operator wyznaczajacy modut kazdego elementu ciggu

asincy() — asincy(z) = sin(mz)/ (N sin (7z/N)), funkcja okresowa, ,zaaliasowany” sinc()
o okresie N (N naturalne)

C-R — Cramera — Rao (kres)

DFT — dyskretna transformacja Fouriera

DtFT  — dyskretno-czasowa transformacja Fouriera

Yo — faza poczatkowa sygnalu sinusoidalnego, eksponencjalnego

Fn — operator wyznaczajacy N-punktowe widmo DFT ciggu N-elementowego

(np. poprzez FFT)
j =+v/—1 — jednostka urojona

k — numer prazka DFT danego sygnatu (k= —-N/2,...,0,...N/2 —1)

ko, k1 — numery prazkéw DFT wybranych w pierwszej czesci algorytmu, por. p. 3.2

[ — utamkowe przesunigcie maksimum widma DtFT w stosunku do maksymalnego
prazka N-punktowego widma DFT

N — dtugosé badanego ciagu, dlugo$é okna, (zazwyczaj

N € {8,16,32, 64,128,256, 512})



n — numer prébki sygnatu w dziedzinie czasu (n =0,1,..., N — 1)

R-BI — estymator (interpolator) Rife’a-Boorstyn’a (por. p. 3.2)

RMS — tu: btad Sredniokwadratowy

s[n| — s[n] = e?(@on+%0) wartosé (zespolona) probki o numerze n sygnatu niezaszumionego
sinc()  — sinc(z) £ sin(7z)/(7z), funkeja sinc()

sl — nachylenie fragmentéw charakterystyki przejsciowej estymatora (por. (6))

SNR — stosunek mocy sygnatu do mocy szumu (Signal to Noise Ratio)

var() — operator wyznaczajacy wariancje zmiennej losowej

Wylk]  — warto$¢ k-tego prazka widma DFT okna o dtugosci N

wy[n]  — warto$¢ n-tej prébki okna o dtugosci N

Wo — pulsacja sygnatu dyskretnoczasowego, wy € (—; )

w — estymata pulsacji sygnatu dyskretnoczasowego, w € (—m;7)
Xnlk] - warto$é k-tego prazka N-punktowego DFT badanego sygnaltu

Xo, X1 — wartosci dwu kolejnych sasiednich (wybranych przez algorytm) najwiekszych
prazkéw DFT badanego sygnatu, Xy = Xyl[ko], X1 = Xn/[k1]

x[n] — wartos¢ (zespolona) probki sygnatu o numerze n

zw[n]  — warto$¢ (zespolona) probki sygnatu poddanego okienkowaniu o numerze n
&[n] — wartos¢ rzeczywista probki biatego szumu gaussowskiego o numerze n

z[n] — warto$¢ zespolona probki biatego szumu gaussowskiego o numerze n

3. Algorytm

Zadaniem omawianego algorytmu jest estymacja pulsacji zaszumionego sygnatu sinusoidal-
nego na podstawie obserwacji niewielkiej liczby probek tego sygnatu. Estymata najwiekszej
wiarygodnosci (3] szukanej pulsacji wy jest wartosé pulsacji w, dla ktorej widmo amplitudowe
dostepnej (krotkiej) realizacji sygnatu przyjmuje wartosé¢ maksymalna. Zobrazowanie procesu
omawianej dalej estymacji znajduje si¢ na rys. 1.

3.1 Zalozenia
Dalsza analiza zaktada, ze badamy sygnat zespolony o postaci
zn] = e?@onte0) 4 o[n] (1)
gdzie z[n] jest realizacja zespolonego bialego szumu gaussowskiego o zerowej wartosci $rednie;
i zadanej wariancji okreslajacej moc szumu. Dysponujemy skonczong, N-punktowa realizacja

sygnatu x[n]. Zakladajac jednostkowa amplitude sinusoidy (1) oraz wariancje ($rednia moc)
szumu zespolonego o2 otrzymujemy stosunek sygnatu do szumu opisane zaleznoscia

SNR = 101log,(1/c?) [dB] (2)

W przypadku potrzeby analizy sygnatu rzeczywistego (cos(won + o) + &[n]) cze$é urojona
sygnatu (1) otrzymujemy poprzez transformacje Hilberta [4].

3.2 Algorytm Rife’a-Boorstyn’a [3]
Procedura obliczeniowa estymaty sktada sie z dwoch czesci:

1. Obliczenie widma DFT [4] sygnalu (1) oraz znalezienie przedzialu pulsacji, w ktérym
moze znajdowaé si¢ szukane maksimum — okreslenie potozenia prazka o maksymalnej
amplitudzie oraz wiekszego (co do amplitudy) sposrod jego ,najblizszych sasiadéw”. W
ten sposob otrzymujemy przedzial pulsacji, w ktorym znajduje sie wartosé estymaty.

2. Na podstawie znajomosci amplitud prazkow znalezionych w pierwszej czesci mozemy okre-
sli¢ doktadniejsze potozenie maksimum za pomocg tzw. interpolatora Rife’a — Boorstyn’a.

Niech X, i X; okreslajg wartosci prazkéw widma DFT wyznaczonych w pierwszej cze-

Sci algorytmu oraz Xy bedzie ky-tym prazkiem N-punktowego widma. Zachodza nastepu-
jace zaleznosci: Xo = Xylk] 1 X; = Xn[k + 1], ale w szczegblnodei mozemy réwniez otrzymaé
Xo = Xn[N/2 — 1] i X1 = Xy[—N/2|. Estymata pulsacji wyraza sie wzorem

. 2T |X1| )
w=—lko+ ——"— 3
N ( 0 | Xo| + | X1] 3)

ktérego prawa strone przyjelo sie nazywaé estymatorem (pulsacji) lub interpolatorem widma
(amplitudowego) Rife’a — Boorstyn’a.
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Rys. 1: Model sygnatu i zmodyfikowany algorytm estymacji pulsacji; oznaczenia jak
wp. 2.13.

3.3 Modyfikacje algorytmu

Ponizsze rozwazania skupiaja si¢ na problemie interpolacji widma i nie biorg pod uwage
szumu (z[n] = 0, SNR = 00). Opisany w p. 3.2 algorytm znakomicie sprawdza sie dla sygnatu
nie poddanego okienkowaniu (dla wy[n] = 1, por. rys. 1).

Tab. 1 Wzory opisujace badane okna

okno | wy(n] =
prostokatne 1
Kay’a (n+0.5)(N — (n+0.5))
typu sin® sin(m(n +0.5)/N))*
podniesiony cosinus (cos(2m(n +0.5— N/2)/N) +1) /2
Blackmana | 0.42 — 0.5 cos(2m(n + 0.5)/N) + 0.08 cos(4w(n + 0.5)/N)
Hamminga 0.54 — 0.46 cos(2m(n + 0.5)/N)

Zastosowanie takiego algorytmu dla sygnalu o oknie réznym od prostokatnego wprowa-
dza efekt schodkéw/nieciaglosci charakterystyki statycznej (przej$ciowej) estymatora (tj. dla
z[n] =0). Przyktad tego zjawiska zostal przedstawiony na rys. 2. (Obliczenia te wykonano
dla N = 8, gdyz wtedy efekt ten jest najwyrazniejszy). Punkty nieciggtodci wystepuja dla pul-
sacji, dla ktorych w widmie DFT wystepuje prazek. Dla wickszych N widmo to jest ,gestsze”
i amplituda schodkéw zmniejsza sie proporcjonalnie do N. Pozostawienie algorytmu w takiej
postaci wprowadzatoby znaczne obcigzenie estymaty w, nawet dla wiekszych N.
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Rys. 2: Przyktad nieciagtosci wprowadzanych przez okienkowanie przy zastosowaniu
oryginalnego algorytmu [3].

w [

Doktadniejsza analiza problemu ,schodkéw” wykazuje, ze bezposrednig przyczyng ww. nie-
ciaglosci jest szeroko$é (polozenie pierwszego zera) gtéwnego listka widma DtFT zastosowanego
okna. W szczegolnosci dla pulsacji wy przypadajacej doktadnie na prazek powinnismy otrzymac



maksimum dla X oraz zero dla X;. Dla okna prostokatnego jest to spetnione, poniewaz widmo
amplitudowe DtFT okna (przesuniete na pulsacje wp) ma doktadnie zero dla pulsacji prazka
X;. Inne okna na pulsacji odpowiadajacej X; beda miaty wartos¢ amplitudy tego prazka rézng
od zera.
We wzorze (3) w nawiasie wystepuje sktadnik
X

x4 (4)

| Xo| + X4
Dla okna prostokatnego jego warto$¢ wraz ze zmiang potozenia maksimum widma amplitudo-
wego DtFT przebiega od zera dla pulsacji przypadadajacej doktadnie na prazek X, poprzez
0.5 do 1 dla pulsacji przypadadajacej doktadnie na prazek X;. Dla innych okien zakres zmian
wartosci jest mniejszy (por. rys. 3). Wykres na rys. 3 jest powtarzajacym sie fragmentem
wykresu z rys. 2 — mozna go wpasowa¢ doktadnie w prostokaty wyznaczone przez linie siatki.
Mozemy to zrobi¢, poniewaz zmiana nachylenia linii z wykresu 3 dla réznych N jest niezauwa-
zalna — rzedu kilku procent (por. tab. 2). Jedynym wspélnym punktem wszystkich linii jest
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Rys. 3: Zakres zmian jednego ze sktadnikow wzoru estymatora dla réznych okien

srodek wykresu, czyli dla pulsacji wypadajacej doktadnie posrodku pomiedzy prazkami.
Korzystajac z faktu, ze estymujemy pulsacje sinusoidy zespolonej mozemy potraktowac
analizowane widmo jako sprébkowane widmo DtFT okna, przesuniete na skali pulsacji (przehe-
terodynowane) o wy. Stad mozna wyznaczy¢ wartosci sktadnika (4) dla estymowanych pulsacji

przypadajacych doktadnie dla prazka kg lub ki. Zachodzg wowczas nastepujace zwigzki:
maksimum dla ky: Xy = Wy|0], X, = Wyl1] 5)

maksimum dla k; : X = Wy[—1] = Wy]l], X; = Wy][0]

L IWalo)] = Wil1)
W0l + (W [1]
Obliczone na tej podstawie wartos$ci nachylen sl przedstawione zostaly w tab. 2.

Zmajac rodzaj okna oraz odpowiadajgce mu nachylenie mozemy tak zmodyfikowaé¢ algo-
rytm (3), aby nie wystepowatl efekt  schodkéw”

o7 | X1| 1 1 1
=" (hkg+ ——" 4 (1-= 7
w N(0+\Xo\+\X1\ s1+2< sl)) (7)

Jak tatwo zauwazy¢ dla sl = 1 algorytmy (estymatory) (3) i (7) sa identyczne.

€ (0;1) (6)

wowcezas nachylenie:



Tab. 2 Wyznaczone wartosci nachylen sl dla niektorych okien od ich dtugosci N

okno, N = 8 16 32 64 128 256 512
prostokatne | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
Kay’a | 0.5462 | 0.5368 | 0.5345 | 0.5340 | 0.5338 | 0.5338 | 0.5338
sinusoidalne, o = 0.1 | 0.9223 | 0.9152 | 0.9119 | 0.9104 | 0.9097 | 0.9094 | 0.9092
sinusoidalne, a = 0.2 | 0.8533 | 0.8419 | 0.8370 | 0.8349 | 0.8340 | 0.8336 | 0.8335
sinusoidalne, a = 0.5 | 0.6881 | 0.6741 | 0.6693 | 0.6676 | 0.6670 | 0.6668 | 0.6667
sinusoidalne, a =1 | 0.5101 | 0.5024 | 0.5006 | 0.5002 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000
kosinusoidalne | 0.3333 | 0.3333 | 0.3333 | 0.3333 | 0.3333 | 0.3333 | 0.3333
Blackmana | 0.2537 | 0.2537 | 0.2537 | 0.2537 | 0.2537 | 0.2537 | 0.2537
Hamminga | 0.4026 | 0.4026 | 0.4026 | 0.4026 | 0.4026 | 0.4026 | 0.4026

3.4 Obciagzonosé estymacji

Estymator okreslamy jako obcigzony jezeli wartosé¢ srednia estymaty w nie jest réwna praw-
dziwej wartosci estymowanego parametru wy [5]. Obciazeniem nazywamy réznice pomiedzy ta
wartodcig srednig a wartoscig prawdziwa.

Doktadniejsza analiza teoretyczna algorytmu wykazuje, ze przyktadowa linia tfamana przed-
stawiona na rys. 2 nie jest, whrew pozorom, ztozona z odcinkow prostej. W szczegodlnosci
wszystkie linie z rys. 3 réwniez nie sg prostymi.

Zdefiniujmy nowa zmienng niezalezna [ € (0,1) jako utamkowe przesuniecie maksimum
widma amplitudowego DtFT wzgledem prazka ko tak, ze l|p, = 0 oraz |y, = 1. Wéwczas
w idealnym przypadku, gdy wykres jest odcinkiem prostej (por. rys. 3) otrzymujemy

( | X1 | )
| Xo| + | X1

Dla braku okna (czyli okna prostokatnego) lewa strone wzoru (8) mozna zapisa¢ w postaci
analitycznej jako

~1 (5)

DtFThae< (ko)

lasincy (1 — 1)
lasiney (0 — 1)] + |asiney (1 — 1))

=1 (9)
Po przeksztalceniach, korzystajac z wtasciwosci funkeji asincy () oraz faktu, ze [ € (0; 1) zamiast
lewej strony (9) otrzymujemy
sin (%)
sin (&) + sin <—W(}V_Z)>
Niestety, jak tatwo sprawdzi¢ numerycznie, wyrazenie (10) nie jest réwne [. Rownosé (8) jest
doktadnie spelniona w przypadku granicznym, gdy

(10)

]\}im asincy (x) = sinc(x) (11)
Wtedy
sin(r(1-1))
|sinc(1 — 1)) B DN B
sinc(0 — 1)| + |sine(1 = )] |sin(=r0) sin(r(1-1))|
(0 — O] + inc(1 = 0] _ [sed] 1 [stz0- »

sin(7l
B ﬂ(l(,l; B Isin(ml) _
N M + % ~ sin(wl) — Isin(wl) + Isin(xl)
Powyzsza rownosé¢ thumaczy pozorna liniowo$é wykresow z rys. 2 1 3, zwlaszcza ze juz dla
wzglednie matych N obie funkcje, sinc() i asincy(), w przedziale (—1; 1) sa do siebie zblizone.
Podobne obliczenia analityczne dla pozostatych okien sg dos¢ ztozone ze wzgledu na po-
trzebe zastapienia funkcji asincy () we wzorze (9) superpozycja N funkcji asincy() poprzesu-
wanych na osi pulsacji, wymnozonych przez odpowiednie wartosci prazkéw DFT okna oraz
dodatkowo przesunietych w fazie (por. wzoér interpolujacy N-punktowe widmo DFT funkcjami

asincy () [4])-




Btad wynikajacy z niespelnienia réwnosci (8) zmienia sie w zaleznosci od wartosci [ w sposdb
zblizony do przebiegu funkeji sin(2nl) dla [ € (0; 1). Rodznice ksztaltu wprowadzane przez
zmiane parametru N czy rodzaju okna sg nieznaczne, a potozenie ekstremoéw obcigzenia miesci
sic w zakresach [ € (0.2;0.25) oraz [ € (0.75;0.8). Maksymalne wartosci bledu zestawione
zostaly w tab. 3.

Tab. 3 Wartos$ci maksymalnych btedow estymacji pulsacji dla danych okien wyrazone w decy-
belach (por. p. 4., wzér (13)) przy SNR — oc.

okno, N = 8 16 32 64 128 256 512
prostokatne (—70.14 | —88.25|—106.32 |—124.38 |-142.44 |—160.52 |-178.58

Kay’a |—80.00 |—104.54 | —99.25 |—103.78 |—109.46 |—115.40 |—121.40

sinusoidalne, o = 0.1 |—-74.67| —99.12 |—119.29 |—123.41 |—133.69 |—145.36 |—157.55
sinusoidalne, o = 0.2 |—81.50 |—102.37 |—107.20 |—118.12 |—130.41 |—143.22 |—156.25
sinusoidalne, o = 0.5 |—80.51 | —90.85 |—104.39 |—118.81 |—133.57 |—148.48 |—163.47
sinusoidalne, « =1 |—76.91 | —94.44 |—112.38 |—130.41 |—148.47 |—166.53 |—184.59
kosinusoidalne [—91.75 |—122.31 |—152.52 |—182.65 |-212.76 |—242.86 |—272.97
Blackmana |—77.31| —84.01 | —90.08 | —96.10 |—102.12 |—108.14 |—-114.16
Hamminga |—67.56 | —73.04| —78.86 | —84.83 | —90.84 | —96.86 |—102.88

Biorac pod uwage zatozony dla powyzszych obliczen brak szumu, mozna okresli¢, ze tab. 3
zawiera wartosci obciazen estymatora dla bardzo duzych SNR. Intuicyjna ocena problemu oraz
wykonane doswiadczenia wykazuja, ze faktyczne obcigzenie estymatora ma inny charakter.
Wyznaczone wartosci okreslaja jedynie poziom, ponizej ktérego doktadnos$é sie nie poprawia
— czyli poziom na ktérym btad (np. sredniokwadratowy) estymatora w funkcji SNR nasyci sie.

Zgodnie z do tej pory przeprowadzonymi rozwazaniami najmniejsze obcigzenie przypada
dla pulsacji doktadnie pomiedzy prazkami, oraz pulsacji prazka. Przeanalizujmy jaki wptyw na
widmo amplitudowe DFT sygnalu ma zaklocenie bialtym szumem gaussowskim. Wracajac do
sktadnika (4) estymatora (3) otrzymujemy dla sytuacji ,pulsacji prazka” optymalng wartosé
X7 = 0. Wowczas szum addytywny moze zmieni¢ wartosé prazka |X;| wylacznie na wieksza,
jednoczesnie jakkolwiek zaszumione X, nie jest w stanie skompensowaé zmiany wartosei | X |
tak aby sktadnik (4) zostal wyzerowany (Analogiczne rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla
przypadku, kiedy wp przypada na Xj.)

Whprowadzenie okna powinno zmniejsza¢ to obcigzenie, poniewaz wartos¢ X; juz nie musi
by¢ zerem. Jednakze bialy szum gaussowski, ktory jest dodatkowo usredniany wprowadzeniem
okna (splatamy kotowo widma DFT okna i szumu) dodaje sie do obu prazkéw Xy i X;. Ten
susredniony” szum jest nadal szumem gaussowskim (o innej $redniej i wariancji), lecz nie mozna
nazwac¢ go biatym.

Operator Fiy jest operatorem liniowym, wigc mozna rozpatrywaé widmo zespolone X y[k]
jako sume widm DFT sygnatu s[n] oraz szumu z[n]. Jak wiadomo, kombinacja liniowa zmien-
nych losowych gaussowskich jest zmienng losowa gaussowska, wiec probki widma DFT realizacji
szumu sg rowniez realizacjami procesu gaussowskiego. Analizujac wartosci zespolone prazkow
DFT ,czystego” sygnatu oraz szumu na plaszezyznie zespolonej (jako wektory) mozna zauwa-
zy¢, ze prawdopodobienstwo, iz ich suma bedzie miata modut wiekszy od modutéw sktadnikow,
jest wieksze, niz w przypadku przeciwnym. W ten sposob zostaja zaburzone proporcje po-
miedzy wartosciami amplitud badanych prazkéw. Najmniej wrazliwe na taka ,skorelowana”
zmiane powinny by¢ prazki dla pulsacji wg wypadajacej doktadnie posrodku miedzy nimi. Do-
sSwiadczalne potwierdzenie powyzszych hipotez znajduje si¢ w dalszej czesci niniejszej pracy.

4. Blad estymacji w funkcji SNR
Btad estymacji okreslamy zalezno$cia

20log <|”°;7”|i”> [dB] (13)

T
Nalezy przy tym zauwazy¢, ze btad ten jest liczony ,modulo 47”7, czyli na ptaszczyznie Z
jako krotsza odleglosc po okregu Jednostkowym Wobec tego maksymalny btad, jaki mozna
popehié¢ wynosi |wyg — ©| = 7, co jest réwnowazne —6dB



Proponowany algorytm sktada si¢ z dwoch czesci; w pierwszej czesci bezbtedna estymacja
zaweza zakres dopuszczalnych pulsacji do szerokosci 27r/N. Tym samym maksymalna wartosé
btedu réwna réwna sie wlasnie szerokosci tego zakresu. W tab. 4 znajduja sie wartosci mak-
symalnych bledéw w drugiej czesci algorytmu przeliczone na unormowana skale decybelowa
wg (13).

Tab. 4 Warto$ci maksymalnych bledéw w drugiej czesci algorytmu.
N| 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512
blad maksymalny [dB] | —18.06 | —24.08 | —30.10 | —36.12 | —42.14 | —48.16 | —54.19 |

4.1 Metoda analizy

Zmodyfikowany algorytm zostat zaimplementowany w jezyku skryptowym oferowanym przez
Octave [6] (kompatybilny z oprogramowaniem Matlab® [7]). W celu testowania algorytmu ge-
nerowana byta N-punktowa sinusoida zespolona (cisoida) o zadanej pulsacji wy i przypadkowe;
fazie poczatkowej. Do niej dodawano biaty zespolony szum gaussowski o zerowej sktadowej sta-
tej i jednostkowej wariancji (mocy sredniej). Szum ten przeskalowywano zgodnie z zadawanym
SNR [dB], czyli mnozac (prébka po prébee) przez 10-SNRIABI/20,

W ten sposéb stworzony sygnat zaszumiony poddawany byt po okienkowaniu zaimplemen-
towanemu algorytmowi. Otrzymana estymata pulsacji @ po poréwnaniu z pulsacja prawdziwa
wy pozwalata na okreslenie btedu popelnionego przez estymator. Tak otrzymane wartosci bte-
dow w liczbie co najmniej kilkuset dla danego zestawu parametréw (N, SNR, wg, okno) zostaly
poddane obrobce statystycznej. Jako najbardziej reprezentatywny obliczany byt btad $rednio-
kwadratowy (RMS).

Ze wzgledu na wtasciwodci algorytmu gestosé testow w dziedzinie SNR byta zréznicowana,
i tak: w przedziale —30 + —13dB co 1dB, —13 + 15dB co 0.25dB, 16 < 30dB co 2dB, 32 +80dB
co 4dB. W ten sposéb mozna byto doktadniej zbadaé¢ fragmenty zaleznosci btedu w funkeji
SNR w przedziale, gdzie ona gwaltownie sie zmienia.

4.2 Kres Cramera-Rao

Z definicji kres Cramera-Rao (C-R) szacuje minimalng wartosé¢ wariancji estymaty nieobcia-
zonej, tj. estymata nieobciazona danej wielkosci (tu: pulsacji) nie moze mie¢ wariancji mniejsze;
niz okreslona tym kresem [5]. Poniewaz btad $redniokwadratowy jest estymata wariancji, mozna
wiec umiesci¢ na jednym wykresie linie¢ wyznaczona teoretycznie jako kres Cramera-Rao oraz
6w blad sredniokwadratowy. Interpretujac wykresy nalezy jednak zwrdci¢ uwage na fakt, ze
kres dotyczy estymaty nieobciazonej, natomiast badana estymata jest obciazona (w ogdélnosci
gorsza od nieobcigzonej).

Ponizszy wzor okresla teoretycznie wyznaczony [3] kres C-R dla realizacji o dtugosci N.
Ze wzgledu na inne oznaczenia i skale czestotliwosci/pulsacji postaé wzoru zostata zmieniona
wzgledem oryginatu (uzywajac oznaczen z [3] mielibySmy: SNR := b2/20? oraz 27 :=T))

6
SNR - (27)2N (N2 — 1)

var(w) (14)
4.3 Wyniki eksperymentow

Obliczenia wykonane dla N = 16 sa usrednione po ponad 4100 realizacji. Pozostate wyniki
powstaly z usrednienia ponad 1800. Pomimo tak duzej liczby realizacji wykresy w krytycznym
przedziale —15 =+ 10dB nie sa ,zbyt gtadkie”.

4.3.1 Blad estymacji w funkcji SNR
dla ré6znych potozen pulsacji wzgledem prazkéw widma DFT

Wyniki symulacji pokazaty, ze dla zadanego N i typu okna zaleznos$¢ btedu od SNR zmie-
nia swoj wzgledny charakter przy zmianie wy cyklicznie co Awy = 2m/N zachowujac symetrie
wzgledem [ = 0.5. Rife i Boorstyn w swoim opracowaniu [3] sugeruja wieksze bledy dla niskich
czestotliwosci /pulsacji niz dla wysokich pulsacji (bliskich +7), jednakze wyniki przeprowadzo-
nych symulacji nie wykazywaly takiej regularnodci.

Znamiennym ,parametrem” charakterystyk bledu z rys. 4 jest prog dla ktérego wartosé
btedu gwattownie maleje oraz odlegtos¢ odcinka liniowego tej charakterystyki dla duzego SNR



od kresu C-R. I tak dla ! = 0 mamy najmniejsza (najlepsza) warto$é¢ progowa, natomiast gorsze
wyniki dla wiekszych SNR oraz doktadnie odwrotng sytuacje dla [ = 0.5. W tym drugim
przypadku okno prostokatne oraz sinusoidalne dla matych « skutkuje wynikiem zblizonym
do kresu C-R. W tabelach 5 i 6 znajduja sie¢ szacunkowe wartosci tych parametréow (patrz
punkt 4.3.2). Niestety charakterystyka dla okna prostokatnego (braku okna) wykazuje drugi
prog (garb) przy [ = 1/8 i zanikajacy dla I — 0 lub [ — 0.5. Okno sinusoidalne z a = 0.1
w znacznym stopniu niweluje ten efekt; dla wiekszych wartosci a oraz innych okien efekt nie
jest zauwazalny.

4.3.2 Blad estymacji w funkcji SNR przy zastosowaniu réznych okien

Na rys. 4 przedstawiona zostala przyktadowa rodzina charakterystyk (dla okna sinusoidal-
nego z o = 0.5) dla réznych N i krytycznych (wg poprzedniego pp.) wartosci parametru .
Wykres z rys. 4 przedstawia dla kolejnych wartosci N nastepujace krzywe:

e charakterystyka btedu dla [ = 0 (,,pulsacja prazka”)

e charakterystyka bledu dla | = 0.5 (pulsacja posrodku pomiedzy prazkami)

e kres C-R

Pomimo natozenia na wykres wielu linii mozna je rozrézni¢, poniewaz charakterystyka dla
[ = 0 ma nizszy prég oraz wieksze bledy na odcinku liniowym charakterystyki (dla l = 0.5 wyz-
szy prog, mniejsze btedy na odcinku liniowym). Kresy C-R to ukosne linie proste — najwyzsza
(duze wartosci btedéw) — to kres dla N = 8, kolejne linie dla N = 16, 32, 64, 128, 256, ostatnia
linia dla N = 512.

W tab. 5 znajduja sie szacunkowe wartosci znamiennych parametréw tych charakterystyk.
Wartosé¢ progowa byta okreslana na poziomie 3dB powyzej ,stycznej” do odcinka liniowego dla
danej krzywej z zaokragleniem ,w do6t” do najblizszej realizowanej w badaniach wartosci SNR
(doktadnosé £0.25dB).

Tab. 5 Zestawienie wartosci progowych SNR dla réznych okien i roznych N

N
okno I 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512
prostokatne 0 || —0.75 ] —1.75 | —1.50 | —=5.25 | —8.00 | —10.50 | —14.00

05 675| 4.25| 1.75|—1.25|—-4.00| —7.75 | —10.50
Kaya 0 || 1.50| 0.00 | —2.25 | —4.75 | —=6.75 | —9.50 | —11.75

0.5 3.25 2.00 | —0.75 | —=2.50 | —=5.50 | —8.00 32.00
sinusoidalne « = 0.1 | 0 0.50 | —1.00 | —=2.50 | —5.00 | —8.00 | —10.25 | —14.00
0.5 5.75 3.25 1.00 | —=2.75 | —=5.25 | —8.25 | —10.75
sinusoidalne « = 0.2 | 0 050 | —0.25 | —2.25 | —4.75 | =7.75 | —=9.75 | —14.00
0.5 4.75 225 —-050| —-3.25 | =6.75 | —=7.75| —11.25
sinusoidalne « = 0.5 | 0 0.75 | =0.50 | —2.25 | —4.50 | —6.50 | —10.25 | —12.25
0.5 3.50 1.50 | —=0.25 | =3.75 | —6.50 | —8.25 | —10.75
sinusoidalne o = 1 0 1.25 0.00 | —2.00 | =3.75 | =7.25 | —=8.75 | —12.00
0.5 3.25 1.50 | —=0.50 | —=3.25 | —4.50 | —7.75 | —10.25

kosinusoidalne 0 2.00 0.75 0.25 ] —=3.00 | —=6.00 | —8.25 | —12.25
0.5 3.25 2.00| —0.25 | —=2.25 | —=4.75 | —=7.75 | —11.00
Blackmana 0 2.25 1.75 | —1.25 | —=3.50 | =5.75 —8.50 | —11.25
0.5 3.50 2.25 0.50 | —=2.00 | —4.75 | —-7.75| —10.50
Hamminga 0 1.25 0.75 | —=1.25 | —4.00 | —6.00 | —9.00 | —12.25

0.5 2.75 1.50 | =0.75 | —=3.25 | =5.50 | —8.50 | —10.00

Tab. 6 zawiera usrednione wartosci odlegtosci odcinka liniowego charakterystyki od odpo-
wiadajacego mu kresu C-R. Jak tatwo zauwazy¢ dla danego okna odlegtosci te praktycznie nie
zmieniaja si¢ z wydtuzeniem realizacji N.

Z analizy tab. 5 wynika, ze najwiecksza warto$¢ progowa (w gorszym przypadku, gdy [ = 0.5)
ma okno sinusoidalne z parametrem o = 0.5. Jezeli chodzi o maksymalna odlegto$¢ od kresu
C-R, to przoduja tu réwniez okna sinusoidalne, chociaz w tym przypadku okno o o = 0.2 jest



najlepsze, a okno dla a = 0.5 niewiele mu ustepuje. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze réznica
pomiedzy maksymalna i minimalng wartoscia progowego SNR (dla przypadku gorszego, gdy

= 0) wynosi okoto 3.5dB dla N = 8 i maleje do okolo 2dB dla N = 512. Innymi stowy, dla
badanego zestawu okien réznice wynikow sa relatywnie mate.

Tab. 6 Zestawienie odlegtosci fragmentu liniowego charakterystyki btedu od kresu Cramera-
Rao, dla réznych okien i wartosci NV

N
okno [ 8 16 32 64 128 | 256 | 512
prostokatne 0 9.57 | 9.58 9.62 9.69 9.81 | 9.83 | 9.79
0.5 —0.110.09 | 0.19 | —=0.12 | —0.03 | 0.23 | 0.03
Kaya 0 5.69 | 5.75 583 | 6.02 | 6.16 | 5.84 | 6.05

0.5 1.56 | 1.64 1.68 1.78 1.94 | 1.89 | 4.86
sinusoidalne « = 0.1 | 0 5.80 | 5.77 5.53 5.64 5.50 | 5.13 | 5.67
0.5 0.00 | 0.08 | —0.03 0.27 0.22 | 0.08 | 0.26
sinusoidalne « = 0.2 | 0 5.29 | 5.51 5.25 5.34 5.28 | 5.27 | 5.27
0.5 0.36 | 0.28 0.41 0.20 0.59 | 0.26 | 0.26
sinusoidalne « = 0.5 | 0 5.37 | 5.36 5.72 5.34 5.55 | 5.51 | 5.60
0.5 0.68 | 1.06 0.94 0.87 0.91 | 1.06 | 0.98
sinusoidalne o = 1 0 5.65 | 5.97 5.95 5.91 5.78 1 5.92 | 5.93
0.5 1.95 | 2.21 2.15 1.96 2.03 | 2.18 | 2.10

kosinusoidalne 0 6.93 | 7.03 6.98 6.73 7.0316.95 | 7.13
0.5 4.11 | 4.08 4.14 4.38 4.11 | 3.89 | 4.00
Blackmana 0 779 | 7.75 7.90 7.99 7721 791 | 7.82
0.5 5.51 | 5.46 5.41 5.20 5.38 | 5.48 | 5.38
Hamminga 0 6.32 | 6.39 6.21 6.40 6.33 | 6.40 | 6.08

0.5 2.94 | 2.73 2.83 2.98 2.62 | 2.89 | 2.90

5. Podsumowanie

Badania zmodyfikowanego estymatora pulsacji tzw. interpolatora widma amplitudowego
Rife’a — Boorsyn’a wykazaly, ze najlepszym z badanych okien jest okno sinusoidalne z parame-
trem o = 0.5. Jednakze przy pracy z bardzo duzym stosunkiem sygnatu do szumu najlepszym
oknem jest okno kosinusoidalne (por. tab. 3). Rodznice pomiedzy wynikami dla badanego
zestawu okien sg relatywnie mate (rzedu pojedynczych decybeli), jednak wprowadzenie okien-
kowania istotnie poprawia wlasciwosci algorytmu wzgledem wersji pierwotnej [3].

Praca ta analizuje zagadnienia zwigzane z wplywem okienkowania na jako$¢ algorytmu
Rife’a-Boorstyn’a [3] i moze stanowi¢ podstawe do dalszych, doktadniejszych badan zmodyfiko-
wanego algorytmu dla zanalizowanych juz okien oraz innych, nie uwzglednionych w tej pracy.
W [2] doktadniej omdwiono i bogato zilustrowano wlasnosci przedstawionego tu algorytmu.
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Rys. 4: Zaleznos¢ bledu sredniokwadratowego estymacji od stosunku sygnatu do
szumu dla okna sinusoidalnego (o = 0.5) i zmiany dlugosci analizowanego ciaggu

(objasnienia w tekscie, p. 4.3.2).



